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一般条件下主动土压力的变分求解 
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摘  要：基于库仑土压力理论的假设，主动土压力是由墙后填土在极限平衡状态下出现的滑动体产生，从墙后滑动体整体静

力平衡方程出发，推导出坡面起伏且有不均匀超载、倾斜墙背、黏性填土等一般情况下的主动土压力泛函极值的等周模型。

在该基础上，引入拉格朗日乘子，将主动土压力问题转化为确定含有两个函数自变量的泛函极值问题。依据泛函取极值时必

须满足的欧拉方程,得到了线性的滑面函数和沿滑面线性分布的法向应力函数。结合边界条件和横截条件，主动土压力泛函

极值问题进一步转化为单个未知量的一维方程问题。通过算例，土压力计算结果与库仑土压力理论解完全一致，但土压力作

用点在墙体的相对位置却并非总是作用在墙高的 1/3 处。通过算例进一步表明，坡面的起伏和坡面超载的不均匀性对主动土

压力大小和作用点位置有显著的影响。 
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中图分类号：TU 443          文献标识码：A          文章编号：1000－7598 (2015) 增 2－0310－05 
 
 

A variational method for computing of active earth pressure  
under general conditions 
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(1. College of Civil Engineering, Chongqing University, Chongqing 400045, China; 2. Key Laboratory of New Technology for Construction of Cities in 
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Abstract: On the basis of Coulomb’s concept that the active earth pressure against the back of a retaining wall is due to the thrust 
force exerted by a sliding wedge of soil between the back of the wall. Considering an inclined rough retaining wall under the general 
conditions such as curvilinear fill, cohesive soil and uneven surface load, the functional extreme-value isoperimetric model about 
active earth pressure is deduced based on the force equilibrium equations of the sliding mass. Then the problem of active earth 
pressure is transcribed as the functional extreme-value problem of two undetermined functions by means of Lagrange undetermined 
multiplier. According to Euler equations, linear sliding surface function and linear normal stress function are obtained. Combined 
with the boundary conditions and transversality conditions, the problem of active earth pressure turned to be the solution of  a 
one-dimensional equation. The magnitude of active earth pressure calculated by variational method is the same as that of Coulomb’s 
theory; and the location of application point of earth pressure is not always at 1/3 height of the retaining wall by case studies. In 
addition, curvilinear fill and uneven surface load also have significant effect on the magnitude and the location of application point of 
active earth pressure. 
Keywords: active earth pressure; variational method；slip surface; limit equilibrium 
 

1  引  言 

挡土墙上土压力的计算是经典的土力学课题，

通常采用朗肯土压力理论和库仑土压力理论进行分

析。Coulomb 土压力理论是法国学者 Coulomb 于

1773 年在其力学论文论极大和极小法则在建筑力

学中的应用中提出的，距今已 200 多年了，但直到

现在仍在重力式挡土结构设计中广泛应用。库仑主

动土压力的求解有两种，一种是极限平衡方法，即

通过对滑动面形成的隔离体的静力平衡分析，确定

沿滑动面发生滑动时的破坏荷载，另一种是变分极

限平衡法，即挡墙上作用的主动土压力为两个未知

函数的泛函极值问题，一个未知函数为表示滑动面

位置和形状的函数，另一个函数为滑动面上作用的
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法向应力函数，通过变分方法进行求解。 
变分极限平衡法最早是由Kopácsy 提出的[1－3]。

此后，许多国内外学者Garber、Baker、Leshchinsky、
Spencer、栾茂田等[4－14]陆续将其应用于土体稳定性

分析问题。近年来，一些学者以墙后滑动体中的竖

向土条为研究对象，利用变分学的数学思想，对挡

墙上作用的土压力进行了有效的研究[15－17]，但此方

法必须假定土条间的法向应力和切向应力满足一定

的比例关系。李兴高等[18－20]以滑动体整体静力平衡

的力平衡方程为基础，将土体极限荷载的泛函极值

问题转化为带有约束的函数极值问题，但该方法最

终还是采用优化方法对滑面倾角进行搜索，而且所

建模型为填土面水平，墙背垂直的情况，不能用于

一般情况。本文采用整体极限变分法对一般情况下

(倾斜墙背，墙后黏性土体，坡面为曲面，填土表面

有非均匀超载)库仑主动土压力进行了理论探讨，并

利用一维方程的搜索方法进行求解。 

2  主动土压力整体极限平衡变分模型 

2.1  滑动土体的整体极限平衡方程 
如图 1 所示，设挡土墙墙背粗糙且倾斜，倾斜

角 ，墙高 H，墙土之间的摩擦角为 ，墙后土体

为重度 的 Coulomb 材料，可用其物性参数黏聚力

c 和内摩擦角表征，墙后土体产生主动土压力时，

土体形成滑动楔体，其滑裂面通过墙踵，挡土结构

刚性。对于平面应变问题，土体表面用曲线 ( )y g x

表示，极限平衡状态下土体滑面用曲线 ( )y s x 表

示，其中 ( )q x 为作用在土体表面的竖向压力集度；

aE 为作用在墙背上的主动土压力； ( )x 、 ( )x 分

别为作用在滑动面上的法向、切向应力。取墙后处

于极限平衡状态的滑楔体 OAB 作为研究对象，根据

力的平衡方程： 
由 0X  可得 

1 1  
a  0  0

sin( ) d d 0
x xE x s x             （1） 

由 0Y  可得 
1 1 1   

a  0  0  0
cos( ) d d d

x x xE s x x q x           

1

2

 0  

  0
[ ( ) ]d ( )d 0x

x
g kx q x g s x        （2） 

式中： d / ds s x  ； 1x 为点 B 的 X 坐标； 2x 为点 A
的 X 坐标， 2 /tanx H   。设在滑面上法向应力

( )x 和切向应力 ( )x 服从 Mohr-Coulomb 破坏准

则，即 

tanc                 （3） 

 
 
 
 
 
 
 
 

图 1  主动土压力计算模型 
Fig.1  Computation model of passive earth pressure 

 
2.2  主动土压力整体极限平衡变分模型 

考察式（1）～（3），主动土压力 aE 为自变量函

数 ( )x 和滑面 ( )s x 的泛函极值问题。具体如下： 
由式（1）可得泛函： 

1 
a 0 0

sin( ) d
xJ E F x            （4） 

式中： 0 1F s n c    ； 1= tann  。 
由式（2）得约束条件： 

1

2

  0
1 0  
d [ ( ) ]d constx

x
F x g kx q x        （5） 

式中： 

1 2 1 1

2

( )

tan( );   tan( )

F n s n c s n s g s c q

n c k

     

  

           


    
（6） 

因式（5）等式右边为一定值，上述泛函极值为

等周问题。 

3  主动土压力变分等周问题的求解 

3.1  主动土压力等周问题的边值方程 
根据欧拉定理，用拉格朗日乘子法构造如下的

泛函 *J ，使上述条件极值问题转化为无约束的泛函

极值问题： 
1 *

 0

0 1 1 2 1

1

d

[ (

       ) ]

xJ F x

F F F s n c n s n

c s n s g s c q

     

   



        


       


（7） 

式中：F为辅助函数； 为拉格朗日乘子。依据等

周问题极值存在的必要条件；滑面方程 ( )y s x 及

沿滑面分布的法向应力 ( )x 必须满足欧拉微分方

程、边界条件及可动边界处的横截条件： 
（1）辅助函数 F 的 Euler 微分方程： 

d 0
d

d 0
d

F F
x

F F
s x s

 
        


         

           （8） 

X 

Y 

( )x  
( )x  aE  

  

  
O 1x  2x

A 

B 

(x) 

( )y g x

( )y s x

H 
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（2）积分约束方程：同式（5）。 
（3）边界条件：  

1 1

(0) 0,              ( )

( ) ( ),      ( )

s

s x g x

 


 

固定边界条件

可动边界条件
     （9） 

（4）可动边界处的横截条件： 

1
0x x

F FF s g
s s 
         

      （10） 

3.2  土体中的滑动面、滑动面上的应力 
由式（8）中第一式可得到 

1 2 1

1 21
n n ns a

n n
 

 
   

 
        （11） 

式（11）因 1 2n n、 、 均为定值，故滑面为一斜

率为 a 斜面。考虑边界条件，则滑面方程为 
( )y s x ax              （12） 

a 除了满足式（11）外，还要满足可动边界条件： 

1 1( ) /a g x x             （13） 

由式（8）中第二式，可得 

1
1 21

a
n n


 
  

 
        （14） 

同样，式（14）也为一定值，沿滑面的法向应

力 呈线性分布，即 

1 1a x b                （15） 

由式（11）可得 

1

1 2 1 21
n a

n n n n





  
         （16） 

将式（16）代入式（14）可得 

1
1 2

11
n aa

n






              （17） 

由横截条件式（10）可得 

1 1
1

1 2 1 1 2 1

( ) ( )( )
(1 ) ( )(1 )

c c cg x q xx
n n g x n n n

  


  
  


    

（18） 

将式（18）代入式（15），有 

1 1 1 1( )b x a x               （19） 

式（13）～（19）中，只要确定未知数 1x ，其余

各参量都能确定，而 1x 取决于积分约束条件式（5）。 
由以上讨论可知，积分约束条件式（5）是以一

个未知量 1x 的方程，因方程的复杂性，可以采用一

维搜索的方法，比如二分法、黄金分割法等进行数

值求解。根据式（5），令 
1

2

  0
1 1 0  

( ) d [ ( ) ]d =0x

x
G x F x g kx q x       （20） 

展开得 

2
1 1 1 2 1 3( ) 0G x m x m x m          （21） 

式中： 

1

2 2

1 1 1 2 1 1 2

2 1 1 2 1 1 2 2

  0
3   

[ ( ) (1 ) ] / 2

( ) (1 )+ ( )

[ ( ) ( )]d dx

x x

m aa n n a n n a

m ab n n b n n c a n

m g x q x x kx x



 


     

     

  
 

  （22） 

本文采用 Matlab 提供的的 Fzero 功能函数进行

求解，此函数只需要建立 1( )G x 函数模块并给定一

个初始值即可搜索出方程的解。一般可以采用

tan( / 4 / 2)y x   与 ( )y g x 交点处的 X 坐标作

为初始值，搜索是比较迅速的。 
求出 1x 后，由式（13）、（15）和式（19）得到

滑面函数 ( )s x 和及沿滑面分布的法向应力 ( )x ，最

后由式（4）求出主动土压力合力。 

4  主动土压力的合力作用点位置 

主动土压力合力作用点位置在确定了主动土压

力大小后，可根据滑动体 OAB 的力矩平衡求出。 
由 0OM  可得 

1 2 2 2
0  0

[ ( 1 )d
xH s x s sx qx x        

1

2 2

 0  2
a  

d d ]sin / cosx

x x
kx x gx x E     （23） 

式中： 0H 为土压力作用点至墙踵的垂直距离。 

5  算  例 

5.1  与库仑土压力理论结果对比 
考虑墙后土体坡面为一倾斜平面，其上作用有

均布荷载的，填土为黏性土的一般情况下库仑主动

土压力的改进公式为 
2

a c a
1
2

E H K            （24） 

式中： 

a 2 2

1/2

sin( ) { [sin( ) sin(
sin sin ( )

       ) sin( ) sin( )] 2 sin cos cos(

       ) 2[( sin( ) sin( )

       sin cos )( sin( )sin( )

       sin cos )] }

2 sin c1

q

q

q

q

K K

K

K

qK
H

 
  

    

        

      

      

  





  

  

    

     

  

 
os 2

sin( )
c
H

 
  













  

；

    （25） 
式中：q 为填土表面均布荷载； c 为主动土压力大

系数；c 为黏聚力。土坡高度小于 5 m 时，宜取 1.0；
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高度为 5～8 m 时，宜取 1.1；高度大于 8 m 时，宜

取 1.2。 
为了验证本文计算方法的合理性及正确性，取

墙高 4 m，填土重度 18 kN/m3，分别对 0c  和 0c 
情况下的计算结果与上述改进的库仑公式计算结果

进行对比，见表 1。从计算结果的对比可以看出，

当 0c  时，土压力计算结果与库仑理论的计算结果

是完全一致的，当 0c  时，计算结果与用改进的库

仑公式计算结果也是基本一致的。但力作用点位置

并非总是作用在墙高的 1/3 处。 
 

表 1  本文方法与库仑理论的计算结果对比 
Table 1  Comparison of calculated results of active earth 

pressure with that of Coulomb 

实例 
本文解 库仑解 

aE /kPa 0H /m aE /kPa 0H /m 
0,  0 kPac q   

70 , =20     

15 , 30     
100.340 1.982 100.340 1.333 

0,  10 kPac q   

70 , =20     

15 , 30     
124.952 2.178 124.952 1.333 

8 kPa,  10 kPac q   

70 , =20     

15 , 30     

 75.423 1.973  75.566 1.333 

 
5.2  坡面起伏和非均匀超载下的土压力计算 

考虑墙后土体坡面起伏， ( )g x 用一倾斜斜线加

一个正弦函数来模拟，非均匀超载 ( )q x 一正弦函数

加一常数来模拟，见表 2。其他参数为 c  8 kPa，
70  、 15  。 

 
表 2  坡面起伏和非均匀超载下计算结果 

Table 2  Calculated results of active earth pressure with 
curvilinear and uneven surface load  

实例 
本文解 

aE /kPa 0H /m 

坡面无起伏，超载均布 10 kPaq   
tan20 4(1 tan 20 / tan 70 )g x      

111.937 1.171 

坡面有起伏，超载均布 10 kPaq   
tan20 4(1 tan 20 / tan 70 ) sin(2 / 5)g x x        

113.472 0.600 

坡面无起伏，超载非均布 10kPa 5sin(2 / 5)q x    
tan20 4(1 tan 20 / tan 70 )g x      

111.332 1.004 

坡面有起伏，超载非均布 10 kPa 5sin(2 / 5)q x    
tan20 4(1 tan 20 / tan 70 ) sin(2 / 5)g x x        

114.670 0.387 

 
从计算结果可以看出，坡面的起伏以及坡面超

载的不均匀性对主动土压力合力和作用点的影响是

不能忽视的。 

6  结  论 

（1）从墙后滑楔体整体静力平衡方程出发，推

导了坡面为曲面，且有不均匀超载，倾斜墙背，黏

性填土等一般情况下的主动土压力泛函极值的等周

模型。 
（2）通过欧拉微分方程分析，得到了线性的滑

面函数和沿滑面分布的法向应力函数，从而证明了

Coulomb土压力理论平面滑动破坏假定的合理性。 
（3）推导了以滑楔体 B 点 X 坐标为单个未知量

的一维方程，利用一维搜索方法通过求出此坐标值，

最后利用静力平衡方程求出主动土压力合力值及作

用点位置。 
（4）当 0c  时，土压力计算结果与库仑理论的

计算结果是完全一致的；当 0c  时，计算结果与用

改进的库仑公式计算结果也是基本一致的，但力作

用点位置并非总是作用在墙高的1/3处。 
本文的公式推导严密可靠，所提出的计算方法

适合于坡面起伏非均布超载的一般情况，是对传统

库仑主动土压力理论的继承和发展。通过算例表明，

坡面的起伏和坡面超载的不均匀性对主动土压力大

小和作用点位置有显著的影响。 
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